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1‐ Following the steps  given in the lecture note, the state transformation z will be 

ଵݖ ൌ ଶݖ     ,ଵݔ ൌ ଷݖ    ,ଶݔ ൌ ݃ െ ௞
௠
 ଶݔ  െ

௅బ ೌ ೣయమ

ଶ ௠ሺ௔ା௫భሻమ
 

 

Applying control signal u=[(v+
௞
௠
ଶ ሶݔ  െ

௅బ ೌ ೣయమ
 ௫భሶ

 ௠ሺ௔ା௫భሻయ
ሻ ି ௠ሺ௔ା௫భሻమ

௅బ  ௔ ௫యయ
ሿܮ ൅ ଷݔܴ െ

௅బ ೌ ೣమೣయ
ሺ௔ା௫భሻమ

 

yields   ݖଵሶ ൌ ଶሶݖ     ,ଶݖ ൌ ଷሶݖ       ,ଷݖ ൌ  ݒ

where v=‐݇ଵݔሷଵ െ ݇ଶݔሶଵ െ ݇ଷሺݔଵ െ 0.05ሻ 

݇௜ are found s.t make the above dynamics stable. 

b) after taking time derivative of y for  three times, u appears ՜ ݎ ൌ ݊ ൌ 3 

There is no internal dynamics and the system is I/O linearizable 

c) u is defined  similar to a) but v is modified as follows: 

v=ݎሺଷሻ െ ݇ଵ ሷ݁ െ ݇ଶ ሶ݁ െ ݇ଷ݁, where e=y‐r 

and  ݇௜ are found s.t make the above dynamics stable. 

 

ݕ‐2 ൌ ଵݔ ՜ ሶݕ ൌ ଶݔ ൅ ଵଶݔ2 ՜ ሷݕ ൌ ଷݔ ൅ ݑ ൅ ଶݔଵሺݔ2 ൅  ଵଶሻݔ

Relative degree: 2, 

ଵߤ ൌ ଶߤ    ,ଵݔ ൌ ଶݔ  ൅   ଵଶݔ2

 

The third function  ߰(x) is obtained by 
 

߰ ௚ܮ ൌ
߲߰
ଶݔ߲

ൌ 0 

Let us define  ሶ߰ ൌ ሶଷݔ ൌ ଵݔ െ  ଷݔ

Consider the Jacobean of state transformation z=[ߤଵ, ߤଶ, ߰ሿ. 
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൥
1 ଵݔ4 1
0 1 0
0 0 െ1

൩ , it is full rank so the transformation is diffeomorphism. 

Zero dynamics:  ݔሶଷ ൌ െ  .ଷ, so the system is minimum phaseݔ

Using Theorem  of Lecture 8, page 71: 

u=-ݔଷ െ ଶݔଵ ሺݔ 2 ൅ ଵଶሻݔ െ sin ݐ െ ݇ଵ ଵ෦ߤ െ ݇ଶߤଶ෦ 

݇ଵ, ݇ଶ are positive const. which make K(s)=ݏଶ ൅ ݇ଶݏ ൅ ݇ଵ Hirwitz 

 

3‐  
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4‐ 
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5‐Let us start with ݔଵሶ ൌ ଶݔ ൅  ଵଶݔߠ

And  ݔଶ as its input. Let e=ݔଵ െ ܽ sin    ,Therefore .ݐ

ሶ݁ ൌ ଶݔ ൅ ଵଶݔߠ െ ܽ cos  ݐ

Take ݔଶ ൌ െ݇ଵ݁ ൅ ܽ cos ݐ ൌ ߮ଵሺ݁, ሻ, where  ݇ଵݐ ൐ 0.  Consider   ଵܸ ൌ
ଵ
ଶ
݁ଶ 

Hence,  ሶܸଵ ൌ െ݇ଵ ݁ଶ+ ݔ ݁ ߠଵଶ ൑ െ݇ଵ ݁ଶ+2| ݁|| ݔଵ |ଶ ൑ െ݇ଵ ݁ଶ ൅ 2 |݁|ሺ|݁| ൅ ܽሻଶ ൑ െ݇ଵ ݁ଶ ൅
2|݁|ଷ ൅ 4|݁|ଶ ൅ 2|݁| 

Choosing  ݇ଵ sufficiently large make e ultimately bounded.  
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Let us proceed the second step of back stepping: ݖଵ ൌ ݁, ଶݖ ൌ ଶݔ െ ߮ଵሺ݁,  :ሻݐ

 

ሶଵݖ ൌ െ݇ଵ ݖଵ ൅ ଵଶݔߠ  ൅  ଶݖ

ሶଶݖ                                                                        ൌ ଷݔ ൅ ݑ ൅ ݇ଵ(െ݇ଵ ݖଵ ൅ ଵଶݔߠ  ൅ ܽ +ଶሻݖ sin  ݐ

Let  V=
ଵ
ଶ
ଵଶݖ ൅

௕
ଶ
ଶଶݖ  ՜   ሶܸ ൌ ଵݖ ଵሺെ݇ଵݖ ൅ ଵଶݔߠ  ൅ ଶሻݖ ൅ ܾଶݖଶሾݔଷ ൅ ݑ ൅ ݇ଵ(െ݇ଵ ݖଵ ൅ ଵଶݔߠ  ൅ ܽ +ଶሻݖ sin  ሿݐ

Therefore take u= ‐ ሾݔଷ ൅ ݇ଵ(െ݇ଵ ݖଵ ൅ ݖଶሻ+ ܽ sin ሿݐ െ
ଵ
௕మ
(݇ଶ ݖଶ ൅ ݖଵሻ 

՜  ሶܸ ൌ െ݇ଵݖଵଶ ൅ ଵݖଵଶݔߠ  ൅ ଶ ݇ଵݖଵଶܾଶݔߠ െ ݇ଶݖଶଶ 
൑ െ݇ଵݖଵଶ െ ݇ଶݖଶଶ ൅ |ଵݖ|ଵ|ሺݖ|2  ൅ ܽሻଶ ൅ 2ܾଶ|ݖଶ| ݇ଵሺ|ݖଵ| ൅ ܽሻଶ ൑  െ݇ଵݖଵଶ െ ݇ଶݖଶଶ ൅ ଵ|ଷݖ|2  ൅ ଵ|ଶݖ|4 ൅
|ଵݖ|2 ൅ 2ܾଶ|ݖଶ| ݇ଵሺ|ݖଵ| ൅ 1ሻଶ 

Due to the cubic terms on the right hand side, we should limit our analysis to compact set. Let 
Ω ൌ   ሺܸ ൑ ܿሻ. 

Choose c>0 s.t. z(0) ߳ Ω.  Using the fact that ԡݔԡஶ  ൑ 1  ՜ |ଵሺ0ሻݖ| ൑ |ଶሺ0ሻݖ|  ,1 ൌ ଶሺ0ሻݔ| ൅ ݇ଵ݁ሺ0ሻ െ
ܽ൑2൅݇1 

The initial state  ݔଶሺ0ሻ  depends on ݇ଵ. To choose c independent of ݇ଵ, take b=1/(2+݇ଵሻ. 

Then V(z(0))=1/2  ݖଵଶሺ0ሻ ൅
ଵ

ଶሺଶା௞భሻమ
ଶଶሺ0ሻݖ  ൑ 1 

Therefore we take c=1 and set  Ω ൌ  ሺܸ ൑ 1ሻ  ՜ |ଵݖ| ൑ √2   

ଵ|ଷݖ|2 ൅ ଵ|ଶݖ|4 ൅ |ଵݖ|2  ൑ ሺ2√2 ൅ 4ሻ|ݖଵ|ଶ ൅  |ଵݖ|2

2ܾଶ|ݖଶ| ݇ଵሺ|ݖଵ| ൅ 1ሻଶ ൑ ൫2 ൅ √2൯|ݖଵ||ݖଶ| ൅  |ଶݖ|

Take ݇ଵ=2√2 ൅ 4 ൅ and ݇ଶ ߙ2 ൌ ߙ  where ߙ2 ൐ 0.   

Hence,   ሶܸ ൑  െߙ ԡݖԡଶଶ ൅ √5ԡݖԡଶ ൅ ൣെߙԡݖԡଶଶ ൅ ൫2 ൅ √2൯|ݖଵ||ݖଶ|൧ 

Choosing  ߙ  large enough, one can achieve  

ሶܸ ൑  െߙ ԡݖԡଶଶ ൅ √5ԡݖԡଶ ൑  െሺ1 െ ԡଶݖԡ ߙ ׊     ,ԡଶଶݖԡ ߙሻߚ ൒
√5
ߚߙ

,     0 ൏ ߚ ൏ 1 

 

Z is uniformly ultimately bounded  and its bound is proportional to 1/ ߙ. 
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Notice that in ݔሶଷ, the boundedness of ݔଵ implies the boundedness of  ݔଷ 

 

 

6‐ a)  Take u=‐2ݔଵ ൅ ଶݔ‐ଵଷݔ ൌ ߶ሺݔሻ,  Therefore ݔሶ ൌ where A=ቂ ,ݔܣ 0 1
െ1 െ1ቃ that is Hurwitz. Hence the 

Orion is g.e.s. 

b) Let ߦ ൌ ݖ െ ߶ሺݔሻ 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ߦܤ

ሶߦ ൌ ݒ െ
߲߶
ݔ߲

ሺݔܣ ൅  ሻߦܤ

Where ቂ01ቃ . ܸ ݐ݁ܮ ൌ ݔ்ܲݔ ൅ ଵ
ଶ
ଶߦ ՜ ሶܸ ൌ െݔ்ݔ ൅ ߦܤ்ܲݔ2 ൅ ߦ ቂݒ െ డథ

డ௫
ሺݔܣ ൅  ሻቃߦܤ

Therefore, take v=
డథ
డ௫
ሺݔܣ ൅ ሻߦܤ െ ܤ்ܲݔ2 െ  .this makes the system g.a.s ,ߦ

 

7‐ Divide both side of  the system dynamics by b: 

h ݔሺ௡ሻ ൌ ݄݂ሺݔሻ ൅  ݑ

The disturbance  is additive so | ෠݄ െ ݄| ൏  ܪ

s=ݔ෤௡ିଵ ൅ ,෤௡ିଶݔሺ݌ … , ෤ሻݔ ՜ ሶݏ݄ ൌ ݄݂ ൅ ݑ െ ௥ݔ݄
ௗ െ  ,ݍ݄

where q= ݌ሶ  

ොݑ ൌ െ෠݄ መ݂ ൅ ෠݄ݔௗ௥ ൅ ෠݄ݍ 

                                                                           u=ݑො െ  ሻݏሺ݊݃ݏ݇

 

hݏሶ ൌ ݄݂ െ ෠݄ መ݂ ൅ ෠݄ݔௗ௥ െ ௗ௥ݔ݄ ൅ ෠݄ݍ െ  ሻ‐hqݏሺ݊݃ݏ݇

To satisfy the mentioned  condition   hݏሶݏ  ൑  െݏ| ݄ ߟ| 

k should satisfy: k ൒ |݄݂ െ෠݄ መ݂ ൅ ௗ௥ݔܪ ൅  ݄ ߟ +|ݍܪ

Considering the known upper bound F and H the above condition is guaranteed if 
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k ൒ || ෠݄|ܨ ൅ ሺܪ መ݂ ൅ ሻܨ ൅ ௗ௥ݔܪ ൅ |ݍܪ ൅ |)ߟ  ෠݄|൅ܪሻ 

Boundary layer interpolations and time‐variation of ߮ can be derived similarly to the standard case. 
Therefore,   the accuracy of the approximate "bandwidth" analysis 10 the boundary layer 
increases with  ߣ. 

8‐ Define  e=ߠ െ ߪ ՜ ሷ݁ ൌ ሷ,ߠ   ሶ݁ ൌ ሶߠ , therefore  

ሷ݁ ൌ െܽ sinሺ݁ ൅ ሻߪ െ ܾ ሶ݁ ൅  ݑܿ

s= ሶ݁ ൅   ݁ߣ 

let  ොܽ ൌ 5, |ܽ െ ොܽ| ൏ ܣ ൌ 10,    ෠ܾ ൌ 0, หܾ െ ෠ܾห ൏ ܤ ൌ 0.2, ܿ̂=√6 ൈ 12, ߚ ൌ ටଵଶ
଺
 

Following the steps mentioned in the lecture note leads to: 

ොݑ ൌ ොܽ  sinሺ݁ ൅ ሻߪ െ ෠ܾ ሶ݁ 

ݑ ൌ ܿ̂ିଵ[ݑො െ  ሻሿݏሺ݊݃ݏ ݇

After following  some manipulations, one can easily get to the following condition for k 

k൒ ߚ ሺߟ െ ݁) ݊݅ݏ ܣ ൅ ሻߪ െ ሶሻߠ ܤ ൅ ሺ1 െ  |ොݑ|ሻߚ

 

Type equation here. 

 

 

 

 

 

 


