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1‐ a)  
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 (b)Linearization: 
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Characteristic equation : ݏଶ ൅ ሺ5ݏ െ ଶଶݔ8 ൅ ݇ଵݔଶሻ ൅ 5݇ଵݔଶ ൌ 0 
At equ. Pt. : ݏଶ ൅ ݏ ቀ5 െ 8ሺ௞మ

ହ
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ହ
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Since Equ pt. is inside K, based on P‐B we need to show the Equ. Pt. is unstable. 
Re{λi}൐0, since ݇ଵ݇ଶ ൐ 0, so 5 െ 8ሺ௞మ

ହ
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On the other hand, one should show the Region K is invariant, i.e.  All trajectories form 
inside remains there. 
On border of this region: 
Onݔଶ ൌ ݇ଶ:   ߜ ൌ ଶݔ ՜ ଶߜ ൌ ଶଶݔ ՜
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ൌ ଶݔ ቀ݇ଶ െ ଶݔ െ

ସ௫భ௫మ
ଵା௫మమ

ቁ
௫మୀ௞మ,௫భவ଴ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ െ݇ଶଶ

ସ௫భ
ଵା௞మమ

൏ 0 

On ݔଵ ൌ 1 ൅ ݇ଶଶ:   ߜ ൌ 1 ൅ ଶଶݔ ՜
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                    For ݔଶ>0, and ܭଶ ൐ ଶݔ ՜ ሶߜ ൏ 0 
 
 
ଵݔ ൌ 0 ՜ ଵሶݔ = ݇ଵݔଵ, ଶݔ ൒ 0  ՜ ଵሶݔ  ൒ 0 
ଶݔ ൌ 0 ՜ ଶሶݔ = ݇ଶ ൒ 0  
ଵݔ ൌ 1 ൅ ݇ଶଶ ՜ ଵሶݔ = ݇ଵݔଶ ቀ1 െ

ଵା௞మమ

ଵା௫మమ
ቁ ൏ 0 ݂݅ 0 ൏ ଶݔ ൏  ଶܭ

ଶݔ ൌ ݇ଶ ՜ ଶሶݔ =െ
ସ௫భ௞మ
ଵା௞

൏ ଵݔ ݎ݋݂ 0 ൐ 0 
 
Therefore, K is invariant set 
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2‐ (a) 
 
Let us define : y=ݔଵ, ሶ  ݕ ൌ  ଶݔ

ଵሶݔ ൌ ଶݔ
ଶሶݔ ൌ െhሺݔଵሻݔଶ െ ݃ሺݔଵሻ

 

To set the origin to be Equ. Pt.   
0 ൌ ଶݔ

0 ൌ െhሺݔଵሻݔଶ െ ݃ሺݔଵሻ
՜ ݃ሺ0ሻ ൌ 0 

So: ݃ሺ0ሻ ൌ 0 ܽ݊݀ ݄ሺ0ሻ ൏   ݕ݅݊ݐ݂݅݅݊݅ ܾ݁ ݐ݋݊ ݈݀ݑ݋݄ݏሺ݄ሺ0ሻ ܯ
 
 
(ii)  
Consider the following Lyap. Fcn: 

ܸ ൌ
1
2 ଶݔ

ଶ ൅ න ݃ሺݕሻ݀ݕ ՜ ܸ ሶ
௫భ

଴

ൌ ଵሻݔଶ ݃ሺݔ െ ଵሻݔଶଶ hሺݔ െ ଵሻݔଶ ݃ሺݔ ൌ െݔଶଶ hሺݔଵሻ ൑ 0  

ሶܸ ൌ 0  ֜ ଶݔ ؠ 0 ՜ ଵሶݔ ൌ 0 ՜ ଵݔ ൌ ܿ, ଶሶݔ ൌ 0 ՜  ݃ሺܿሻ ൌ 0 ՜ ܿ ൌ 0
hሺݔଵሻ ؠ 0 ՜ ݐ݈ݑݏ݁ݎ  ݋݊  

 
So based on Lassale sp a.s.:  hሺݔଵሻ ൏ 0 
 

3‐ Try  ݃ሺݔሻ ൌ ൤ן ଵݔ ൅ ଶݔߚ
ଵݔߛ ൅ ଶݔߜ

൨, 

To meet the symmetry requirement : ߛ ൌ  ߚ
ሶܸ ሺݔሻ ൌ ሺן ଵݔ ൅ ଶݔଶሻݔߚ െ( ݔߚଵ ൅ ଵݔ ଶሻሾሺݔߜ ൅ ଶሻݔ ൅ sin ሺݔଵ ൅  [ଶሻݔ
Take ߜ ൌ  ߚ

ሶܸ ሺݔሻ ൌ െݔߚଵଶ െ ሺߙ െ ଶݔଵݔሻߚ2 െ βሺ ݔଵ ൅ ଵݔଶሻsin ሺݔ ൅  ଶሻݔ
 
 
Take ߙ ൌ ߚ and ߚ2 ൐ 0:  
 
ሶܸ ሺݔሻ ൌ െݔߚଵଶ െ ଵݔ )ߚ ൅ ଵݔଶሻsin ሺݔ ൅  ଶሻݔ
Which is neg. def. for all x߳ ܴ.  
g(x)=ߚ ቂ2 1

1 1ቃ ݔ ൌ  ݔܲ ՜ ܸሺݔሻ ൌ ׬  ்݃ሺݕሻ݀ݕ ൌ ଵ
ଶ
௫ݔ்ܲݔ

଴  
 
P is pos. def. therefore, V(x) is radially unbounded ad origin is g.a.s. 
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4‐origion is the only  Equ. Point. 

ܸሺݔሻ ൌ ݔ்ݔ ൌ ଵଶݔ ൅ ଶଶݔ ൅  ଷଶݔ

ሶܸ ሺݔሻ ൌ 2ሾݔଵݔଶ െ ଶݔଵݔ െ ଶଶݔሺݐܽݏଶଶݔ െ ଶଶݔሺݐܽݏଷଶݔ+(ଷଶݔ െ ଶଶݔ)ଷଶ)]=‐2ݔ െ ଶଶݔሺݐܽݏଷଶሻݔ െ ଷଶ) ൑ݔ 0 

ሶܸ ሺݔሻ ൌ 0 ՜ ሻݐଶଶሺݔ  ؠ ሻ ՜ݐଷଶሺݔ ሻሶݐሶଷሺݔ ؠ 0 

Therefore, ݔଶሺݐሻܽ݊݀ ݔଷሺݐሻ are contestant ՜ ݔሶଶሺݐሻሶ ؠ 0  

From the second equation ՜ ݔଵ ሺݐሻ ؠ 0 

The first equation ՜ ݔଶ ሺݐሻ ؠ 0 

Therefore ՜ ݔଷ ሺݐሻ ؠ 0 

Using LaSall’s theorem yield  g.a.s of the equ point. 

6‐ (3.6) 

 

5‐ f(x) is cont. diff. and also ԡ݂ሺݔሻԡ  ൑ ݇ଵ+݇ଶԡݔԡ,  ଶ.  By applying  the above exercise, one canܴ ߳ ݔ ׊
conclude that there is no finite escape time and the unique existence of the  solution is guaranteed  
globally.   

 



Solution Set #1   Fall 
2010 

 
7 

 

 

8‐ a) 
0 ൌ ଶݔ

0 ൌ െݔଶ െ sin ଵݔ െ ଵݔሺݐܽݏ2 ൅ ଶሻݔ
 

So  sin ଵݔ െ ଵሻݔሺݐܽݏ2 ൌ 0  ՜ ݔଵ=0,  

The origin is the only Equ. Point. 

b) A=
డ௙
డ௫
|௫ୀ଴ ൌ ൤ 0 1

െ cos ଵݔ െ 2 െ1 െ 2൨ |௫ୀ଴ ൌ   ቂ
0 1
െ3 െ3ቃ 

The Eigen values of A are ‐3/2݆ඥ3/2. So A is Hurwitz and origin is a.s. 

c)  ߪߪሶ ൌ ଵݔ ݊݅ݏሾെ ߪ െ ሻሿߪሺݐܽݏ 2 ൑ |ߪ| െ |ߪ|2 ൌ െ|ߪ|, |ߪ|  ݎ݋݂ ൒ 1 

d)  ሶܸ ሺݔሻ ൌ ሺ2ݔଵ ൅ sin ଶݔ ଵሻݔ ൅ ݔଶሾെݔଶ െ sin ଵݔ െ ሺݐܽݏ 2 ଵݔ ൅ ଶሻሿݔ ൌ െ3ݔଶଶ ൑ |ߪ| ݎ݋݂   ,0 ൏ 1 

Mc is closed and bounded by 4 parts: tow parts bounded by V(x)=c, one by line    ߪ ൌ 1  

and the other one by line ߪ ൌ െ1 

ሶܸ ሺݔሻ ൑ 0  ݅݊ Mc  ՜ trajectories cannot leave the set though the boundary  provided by V(x)=c. 

Using c) ՜ trajectories cannot leave the set though the boundary  provided by  ߪ ൌ േ1. 

Therefore, every trajectory  starting in Mc remain there for all future tiem. 

Now   ሶܸ ሺݔሻ ൌ 0  ՜ ݔଶሺݐሻ ؠ 0 ՜ sin൫ݔଵሺݐሻ൯ െ ሻݐଵሺݔ 2 ؠ 0 ՜ ݔଵሺݐሻ ؠ 0 
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Using the Lassal’s theorem, one can conclude that every trajectory  starting in Mc approaches the origin 
as ݐ ՜ ∞  

e)  ߪߪሶ ൑ െ|ߪ|  ݎ݋݂  |ߪ| ൒ 1  ՜ every trajectory starting outside of the region |ߪ| ൑ 1 , must reach the 
origin in finite time. 

For example, if the  trajectory starts from the region ߪ ൐ 1 ՜ ߪߪሶ ൑ െߪ  ՜ ሶߪ ൑ െ1  ՜ ሻݐሺߪ  ൑ ሺ0ሻߪ െ  ݐ

It means that the traj. Reaches the region |ߪ| ൑ 1 in time les than or equal  ߪሺ0ሻ െ 1 

The similar  story  happens if  the trajectory starts in the region  ߪ ൏ െ1. 

On the other hands,  inside the region  |ߪ| ൑ 1 belongs to Mc which based on d) it is guaranteed that  
the traj. Reaches the origin  as ݐ ՜ ∞ 

Hence,  the origin is g.a.s. 

 

9‐ Consider the Lyapunov  

ܸሺݔሻ ൌ
1
2
ଶଶݔ ൅ න ሺݕ െ ݕଷሻ݀ݕ ൌ 

௫భ

଴

1
2
ଶଶݔ ൅

1
2
ଵଶݔ െ

1
4
 ଵସݔ

V(x) is  p.d in the region of |ݔଵ| ൏ √2 

ሶܸ ሺݔሻ ൌ ሺݔଵ െ ଶݔଵଷሻݔ ൅ ଶݔଶ ሾെݔ െ ሺݔଵ െ ଵଷሻሿݔ ൌ െݔଶଶ ൑ 0 

When   ሶܸ ሺݔሻ ൌ 0 ՜ ଶݔ ؠ 0  ՜ ଵݔ െ ଵଷݔ ؠ 0  ՜ ଵݔ ؠ  |ଵݔ|  ݎ݋݂ 0 ൏ 1 

Therefore, for D={|x|<1}  the origion is as. Now we should look for Ωୡ ൌ ሼx  א Rଶ|V(x) ൑ ܿሽ such that 
Ωୡ ؿ  D 

C< min |ݔଵ|=1 V(x) =1/4. 

As estimate for RoA is { x  א Rଶ|V(x) ൑ 1/4ሽ 


